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Resume. Soit G un groupe reductif connexe defini sur Q p . L'ensemble des 
cristaux contenus dans un G-isocristal donne est envisage d'un point de vue 
immobilier comme un voisinage tubulaire d'un squelette caracterise par une 
propriete de minimalite de nature metrique. 

1. Introduction 

La categorie des isocristaux sur un corps algebriquement clos de caracteristique 
p > est semisimple, et ses objets simples sont classifies par leur pente A 6 Q. 
Ce travail propose un point de vue immobilier systematique sur l'ensemble des 
cristaux contenus dans un isocristal fixe muni de structures supplementaires. De 
tels ensembles interviennent notamment dans la description conjecturale des fibres 
speciales des varietes de Shimura. La pertinence et le caractere structurant du 
point de vue immobilier apparaissent deja clairement dans les travaux de Vollaard 
et Wedhorn sur les cristaux supersinguliers pour les varietes de groupe GU(n, 1), 
voir [17] et ses references. 

Dans la classification de Manin des F-cristaux a isomorphisme pres, certains 
cristaux dits speciaux jouent un role de pivot. Dans chaque classe d'isogenie, il n'y 
a qu'un nombre fini de classes d'isomorphisme de tels cristaux, mais ce nombre est 
generalement superieur a un. Parmi ceux-ci, Oort a identifie des cristaux qui sont 
uniquement determines par leur troncature a l'echelon 1 : les cristaux minimaux. 
lis sont caracterises par cette propriete de rigidite et forment une unique classe 
d'isomorphisme, ce qui les designe comme un candidat plus naturel autour duquel 
amorcer la classification. 

Dans le cadre du formalisme des G-isocristaux de Kottwitz et Rapoport-Richartz, 
nous proposons de placer au coeur de la description des ensembles de cristaux ci- 
dessus un lieu remarquable qui en constitue le squelette. Ce lieu est caracterise par 
une propriete de minimalite que l'on emprunte a la theorie des espaces metriques 
a courbure negative, mais qui nous fut inspiree par la notion homonyme de Oort. 

L'ensemble des cristaux contenus dans un G-isocristal fixe est done vu ici comme 
une sorte de voisinage tubulaire du squelette. Notre resultat principal identifie ce 
dernier a l'immeuble de Bruhat-Tits du groupe des automorphismes du G-isocristal. 
II nous reste toutefois a comprendre la structure combinatoire qui puisse decrire les 
sections de ce voisinage tubulaire. 

2. Isocristaux 

2.1. Soit G un groupe algebrique reductif connexe sur Q p , k un corps algebrique- 
ment clos de caracteristique p, L le corps des fractions de W(k), et a le Frobenius 
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de L. On note Rep(G) la categorie des representations algebriques de G, Isoc(fc) la 
categorie des isocristaux sur k et T> le groupe diagonalisable sur Q p dont le groupe 
des caracteres est X*(T>) = Q. Les references pour cette section sont [41 [TUI 15]. 

2.2. A tout element b de G(L), on associe les objets suivants : 

(1) le G-isocristal /3b : Rcp(G) — )• Isoc(/c). 

(2) son groupe d'automorphismes Jf, = Aut®(/3b), 

(3) son morphisme de Newton i/j, : T>l — > Gl, et 

(4) le centralisateur Mb — Zc L {vb) de Vb dans Gl- 

2.3. Rappelons brievement la definition de ces objets. Tout d'abord, 

V(V, p) e Rep(G) : b (V, p) = (V <8 L, o (Idy g> a)) . 

Ensuite, Jf, est le schema en groupes sur Q p tel que pour toute Q p -algebre R, 

J b (R) = {g 6 G(i? <g> L)\g ■ b = b ■ a(g)} . 

Enfin, i/j, est caracterise par la propriete suivante : pour toute representation (V*, p) 
de G et tout element A de Q = X* (T>), la partie isocline de pente A dans l'isocristal 
(3b(V,p) est la composante A-isotypique pour Taction p o v b de T>l sur V <£> L. II 
resulte facilement de ces definitions (cf. (4j 4.4.3] ou [TTJ §1.7]) que 

(2.1) Int(6) o <j{vb) = Vb dans Hoitil (T>l, Gl) ■ 

2.4. Le Qp-schema en groupes Jf, est une forme definie sur Q p du sous-groupe de 
Levi Mb de Gl- Plus precisement, pour toute L-algebre R, le morphisme canonique 
de L-algebres R (g> L — > R, vu comme augmentation de la i?-algebre R<£> L, induit 
une retraction du morphisme G(R) —> G(R ® L), dont le compose 

J b {R) ^ G(R®L) -» G(R) 

avec l'inclusion de J b {R) dans G(R®L) est un isomorphisme de Jb(R) sur le sous- 
groupe Mb(R) de G(i?) = Gl(R), cf. [SI §3.3 et Appendix A]. On obtient ainsi un 
isomorphisme de schemas en groupes sur L. que Ton note tj, : J, l — > Mb- 

2.5. Identifions a(Mb) ct(Gl) = Gl au centralisateur de <r(vb) dans Gl. L'equa- 
tion 12.1 1 montre alors que Tautomorphisme Int(6) de Gl induit un isomorphisme 
cr(Mb) — > Mb de schemas en groupes sur L, qui n'est autre que la "donnee de 
descente" sur Mb induite par Lb, i.e. le diagramme suivant est commutatif : 



Jb.L 


M b « 


G L - 


-> Spec(i) 


t 


t 


t 




Jb,L 


— > a (Mb) c 


-> G L - 


-> Spec(L) 


II 


I 


1 


II 


Jb,L 


M b » 


-> Gl 


-> Spec(i) 



Dans ce diagramme, tous les carres du haut sont cartesiens et ne servent qu'a definir 
la seconde ligne. La commutativite des carres du bas (ou les fleches verticales du 
carre central sont induites par Int(6)) est essentiellement une tautologie. 

2.6. Puisque T> est commutatif, le morphisme v b ■ Z-'l — > Gl se factorise en un 
morphisme central T>l — >• Mb que l'on note encore Vb- On deduit de ()2 . 1 [) et (|2.2| que 
le morphisme l^ 1 o v b ; T> L — > Jb,L es t cr-invariant. II provient done d'un morphisme 
central v b : V — > Jb de schemas en groupes sur Q p . 
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2.7. Soit g G G(L) et b' = gba(g)~ 1 . Alors g induit un isomorphisms (3b — > /3b', 
done aussi un isomorphisme J(g) : Jb — > Jb' ■ Pour toute Q p -algebre R, l'isomor- 
phisme J(g) : Jb(R) — > Jb'(R) est induit par l'automorphisme Int(g) de G(R 55 L). 
Enfin Int(g) o v b = i I n t(.9)(Af&) = My et Int(g) o i b = L b > ° </(<?)■ 

2.8. On dit d'un element b de G(L) qu'il est decent si et seulement s'il existe 
un entier s > 1 tel que s;^, : 2?l - ► Gl se factorise a travers un cocaractere 
(svb) ■ Gm,L — ^ Gz, pour lequel l'equation suivante, dite de decence, est verifiee : 

(2.3) (b, <t) s = ((si> b )(p), a s ) dans G(L) x (a) . 

On verifie qu'alors b, Vb, Mb et tf, : J^.l — > sont definis sur la sous-extension Q„a 
de L/Qp, cf. [TTJ Cor. 1.9], et l'isomorphisme a (Mb) — >• induit par Int(&) est 
alors une authentique donnee de descente sur Mb relativement a l'extension finie et 
non-ramifiee Q p s/Q p , cf. pH, Cor. 1.14]. La description explicite de b i— > ^ b dans 
[4] §4.3] montre que tout element 6 de G(£) est cr-conjugue a un element decent. 

2.9. Lorsque G est quasi-deploye sur Q p , tout element de G(L) est a-conjugue a 
un element b tel que Vb '■ T>l — > Gl est defini sur Q p d'apres la preuve de [5J 6.2], qui 
renvoie a O 1.1.3]. Alors Mb est egalement defini sur Q p , b est un element basique 
et G-regulier de Mb(L), et Jb est une forme interieure de Mb - cf [1J §6]. 

3. Immeubles 

On souhaite maintenant decrire les immeubles de Bruhat-Tits des groupes reduc- 
tifs de la section precedente. Bien que les corps de bases (Q p , Q p s ou L) y soient tous 
complets et absolument non-ramifies, les questions de descentes sur les immeubles 
nous contraindront ci-dessous a travailler aussi sur la cloture algebrique Q^ r de Q p 
dans L. On se place done plus generalement sur un corps K de caracteristique zero, 
muni d'une valuation uj : K x — > K que Ton suppose discrete et non-triviale, et telle 
que l'anneau de valuation {x G K\lu(x) > 0} soit henselien avec un corps residuel 
parfait - ce sont les corps quasi- locaux de caracteristique zero consideres dans [B]. 

3.1. On note 2(H,K) l'immeuble de Bruhat-Tits d'un groupe reductif connexe 
H sur K. C'est l'immeuble note B(H,K) dans [TBI §2.1] (ou K est complet), 
l'immeuble centre note Ik(H) dans [T3] 2.1.15], ou enfin l'immeuble etendu note 
BT e (H,K) dans [6j 1.3.2]. En particulier, 

(3.1) 1(H, K) = X'(H, K) x V(H, K) ou V(H, K) = X? (Z(H)) ® R. 

L'immeuble T'(H, K) est note I' K (H) dans [M] et BT(H, K) dans [6J ; il est canoni- 
quement isomorphe a l'immeuble X(H' , K) du groupe derive H' de H. Par ailleurs, 
on a note X+(Z(H)) = X it (Z K (H)) le groupe des cocaracteres du plus gros sous- 
tore deploye Z K (H) du centre Z(H) de H. On note x' et x v les composantes d'un 
point x = (x',x v ) de 1(H, K) = T(H, K) x V(H, K). 

3.2. L'immeuble I(H, K) est muni d'une action a gauche de H(K), d'une structure 
poly-simpliciale invariante sous H(K) (qui donne une partition en facettes), et il 
est recouvert par des espaces affines (les appartements) qui sont des reunions de 
facettes ; il y a une bijection 7? (-fQ-equivariante S i-> A(S) entre l'ensemble des 
tores deployes maximaux S de Hk et l'ensemble des appartements de X(H,K), 
l'espace vectoriel sous-jacent a A(S) est egal a X+(S) Taction du normalisateur 
AT(S) de S dans H(K) sur A(S) est affine, et la partie vectorielle de cette action est 
Paction par conjugaison de Af(S) sur X+(S). En outre, on peut munir X(H, K) d'une 
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metrique H (A')-invariante, dont la restriction a chaque appartement est euclidienne, 
et qui fait de X(H, K) un espace metrique complet, geodesique, et CAT(O). 

3.3. Ces structures sont compatibles avec la decomposition (|3.ip . En particulier, 
les applications F' i-> F' x V(H, K) et A' ^ A' x V(H,K) sont des bijections 
ii(A')-equivariantes de l'ensemble des facettes (resp. appartements) de X'(H,K) 
sur ceux de I(H, K). L'action de h s H(K) sur a; = (x', x 11 ) 6 2T(i?, if) est 

ft-a: = (h-x',x v +v H (h)) = (h-x',x v ) +v H (h) 

pour un vecteur vn(h) G V(if, if), et le morphisme 

v H : H{K) -> V{H,K) 

est caracterise par la formule suivante : pour tout caractere \ '■ H — > & m ,Ki 

(v H (h),x\Z K (H)) R = -u( X (h)) 

ou (— , — ) K est l'extension R-lineaire de l'accouplement usuel 

-) : X*(Z K (H)) x X*{Z K (H)) Z. 

Contrairement aux autres structures, la metrique euclidienne d sur I(H, K) n'est 
pas tout a fait canoniquement associee a (H,K). Elle se decompose en 

d(x,y) = \/d'{x>,y') 2 + {x\yv) 2 

ou d! est une metrique i?(if)-invariante sur X' ' (H, K) qui est uniquement determinee 
a multiplication par un scalaire pres, et que l'on peut meme normaliser de diverses 
manieres, mais ou (— , — ) est un produit scalaire arbitraire sur V(H, K). 

3.4. La fonctorialite en H et/ou K de l'immeuble X(H,K) est une question de- 
licate (cf. m m Ei), 

mais la demonstration des cas dont nous aurons besoin 
ci-dessous remonte aux travaux de Bruhat et Tits. 

3.4.1. Tout d'abord, le groupe (AntH)(K) agit sur X(H,K) par "transport de 
structure" - dixit [161 §2.5]. On en deduit une seconde action de H{K) sur X(H, K) 
- par automorphisme interieur. Cette seconde action coincide avec Paction de H(K) 
sur le facteur X'(H,K), sur l'ensemble des facettes, et sur l'ensemble des apparte- 
ments, mais elle est triviale sur le facteur euclidien V(H, K). On a done 

lrA{h){x) = (h-x',x v ) =h-{x',x v ) - v H (h) =h-x-v H (h) 

pour tout x = (x', x") e X(H, K) et tout heH(K). 

1. On peut esperer que la construction dans |13| d'une realisation intrinseque de Timmeuble 
X(H,K) dans l'espace de Berkovich H an des normes multiplicatives sur l'algebre de Hopf K[H] 
de H, permettra dans un avenir proche de clarifier ces questions de fonctorialite. 
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3.4.2. Soit ensuite une extension (quasi-locale) de (A, w), que l'on sup- 
pose Galoisienne. Alors Gal(L/K) agit sur Pimmeuble I(H,L), et cette action est 
compatible avec Taction de H(L), i.e. 

7(A ■ x) = i(h) ■ i{x) (7 e Gal(L/A), ft G £f(L), a; 6 T(H, L)) . 

Elle est aussi compatible avec la decomposition en facettes, avec les appartements, 
avec la bijection S 1— > A(S) entre tores deployes maximaux de Hi et appartements 
de X(H,L), avec la decomposition I(H,L) = I(H',L) x V(H,L), et avec Taction 
naturelle de Gal(L/K) sur le facteur vectoriel V(H,L) = X^(Z(H L )) ® R. Cette 
action est enfin compatible avec la metrique euclidenne sur X(H,L), pour peu que 
celle-ci soit induite par un produit scalaire Gal(L/K )-invariant sur V(H,L). De 
plus, il existe un plongement canonique de I(H, A) dans T(H 1 L) qui est G(A)- 
equivariant, Gal(L/if)-invariant, compatible avec les decompositions 13.11 et avec 
le plongement naturel de V(H,K) dans V(H,L), et isometrique pour un choix 
convenable des metriques euclidiennes. Si L/K est non-ramifiee, ce plongement 
identifie T(H, K) au sous-espace 1(H, L) Gal( - L / K \ Voir [H §2.6], d §2.1]. 

3.4.3. Si de plus L/K est finie, alors X(H, L) s'identifie canoniquement a I(G, K), 
ou G = Res^-(iJ) est la restriction a la Weil de H - voir [THl 2.1]. Dans cette 
identification, Taction de Gdl(L/K) sur I(H,L) consideree en (|3.4.2[) correspond a 
Taction de Gal(L/A') C Aut(G)(K) sur T[G, K) consideree en (|3"XTj) . 

3.4.4. Soit M un sous-groupe de Levi de H . Les tores deployes maximaux de M 
sont les tores deployes maximaux de H qui sont contenus dans M. On note 

l' M (H, K) c I'(H, K) et 1 M (H, K) c 2(H, K) 

la reunion des appartements qui correspondent a ces tores, de sorte que 

X M (H,K)=1' M (H,K) x V(H, K). 

D'autre part, Tisogenie Z K (H) x H'C\Z K (M) ->■ Z K (M) induit une decomposition 

V{M,K) = V'(M,K) x V(H,K) 

ou Ton note 

V'(M, K) = X* (H' n Z K {M)) ® R. 

Pour tout tore deploye maximal S de M, ce sous-espace vectoriel de X*(H' DS) (8>R 
agit sur Tappartement A'(S) de X'(H, K) par translation, et ces actions se recollent 
en une action (v, 1) m + 11 de V'(M, K) sur l' M (H, K). II existe une injection 

X'(M,K)^1' M (H,K) 

qui est M(AT)-equivariante, compatible avec Tindexation S h-> A'(S) des appar- 
tements, bien determinee a translation pres par un element de V'{M,K), et qui 
induit une bijection M(A)-equivariante de I(M, K) sur Im{H, K), a savoir 

l'(M, K) x V'(M, K) x V(H, K) Jm(F, A") x V(iA A) 

(a;, v,w) h >• (x + u, u?) 

Reference : 2.1.4 et 2.1.5]. 



3.4.5. Si A est le complete de A, alors X(iA A) = A). Reference : d 2.1.3]. 
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3.5. Isometries. Pour une isometrie F d'un espace metrique X, on note 

min (F) = inf {dist(ir, Fx) : x E 1} 

Min (F) = {x el : dist(x, Fx) = min(J")} 

On dit que F est semi-simple si et seulement si Min(J r ) ^ 0, et on dit alors que F 
est elliptique ou hyperbolique selon que min (J 7 ) = ou ^ 0. On renvoie a [TJ II. 1] 
pour la definition des espaces metriques CAT(O) - tous les immeubles considered 
ci-dessus sont de tels espaces d'apres [TJ Exercice II.1.9.c] et [2j Lemme 3.2.1]. 

Proposition 1. Soit F une isometrie d'un espace metrique X qui est CAT(O). 

(1) Le sous-espace Min (F) de X est convexe et ferme. 

(2) Pour toute isometrie a de X, 

min (aFa^ 1 ) = min (F) et Min (aJa -1 )) = a (Min(J)) . 

(3) Soit C C X une partie non-vide, complete, convexe et F-invariante. Alors 

min (F) = min (F\C) et Min (F\C) = Min (F) n C. 
De plus : F est semi-simple si et seulement si F\C est semi-simple. 

(4) Pour tout s > 0, F est semi-simple si et seulement si F s Vest, et alors 

min ( F s ) = s min (F) et Min (F) C Min (F s ) . 

(5) L 'isometrie F est hyperbolique si et seulement si il existe une geodesique 
c : K — > X et un element a > de K tel que Fc(t) — c(t + a) pour tout 
t 6 R. a = min(J r ). On dit gwe c(R) est aire rfe J 7 . 

(6) Si F est hyperbolique, les axes de F sont tous paralleles, leur reunion est 
egale a Min(7 r ) ; et Min (J 7 ) est isometrique a un produit Min' (J 7 ) x R 
sur lequel F agit par (x,t) i-> (x,t + min(J-")). Toute isometrie a de X qui 
commute avec F preserve Min (F) et s'y decompose en a|Min (F) = (a', a v ) 
ou a' est une isometrie de Min' (F) et a" une translation de R. Enfin a est 
semi-simple si et seulement si a' Vest, et Min (a) PlMin (F) = Min (a') x R. 

Demonstration. Voir [J II.6.2, 6.7, 6.8 et 6.9]. □ 

3.6. Le theoreme principal. On reprend les hypotheses et notations de la sec- 
tion [5] : G est un groupe reductif sur Q p et L est le complete de l'extension non- 
ramifiee maximale Q" r = U s >oQp= de Q p . 

On fixe une metrique euclidienne invariante sous G(L) x (a) sur l'immeuble 
X{G,L), comme explique ci-dessus, notamment dans la section [3.4.21 Pour tout 
element b de G(L), on note Fb l'isometrie de X(G, L) induite par l'element (b, a) de 
G(L) x (a). On defmit egalement une fonction G(L) x (cr)-invariante 

min : Horn (V L ,G L ) ->■ M+ 

de la maniere suivante. Soit v G Horn (T>l,Gl) et S un tore deploye maximal de 
G L tel que v G Horn (V L ,S) = X±(S) ® Q. On note v s G X*(S) g) R la translation 
correspondante de 1'appartement A(S) de X(G,L). Si 9 G G(X) xi (a), alors se 
factorise a travers 0(S), et 8 induit une isometrie de X(G,L) qui envoie ^4(5) sur 
A(9(S)) en entrelagant les translations vs et 9{v) S i^ S y La fonction min(V) = min(z/g) 
est done bien definie (elle ne depend pas du choix de S) et G(L) x (cr)-invariante. 

Theoreme 2. Avec les notations ci-dessus, pour tout b G G(L), 
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(1) L'isometrie Tb de I(G,L) est semi-simple et niin(J-b) = min(^b). 

(2) L'action de J b (Q p ) = {g E G(L)\gb = ba(g)} surl(G, L) stabilise Min^). 

(3) II existe une bisection Jb(Q p )-equivariante 

I(Jb,Q P ) Mm(Tb) C 1(G,L) 

qui est bien definie a translation pres par un element de V(Jb,Q p ). 

Demonstration. Le deuxieme point du theoreme est evident, et c'est un cas parti- 
culier du deuxieme point de la proposition Q] : puisque J b (Q P ) est le commutant de 
(6, a) dans G(L), Taction de Jb(Q P ) sur I(G,L) commute a Tb et stabilise done 
Min(Tb). D'autre part, si b' = gba(g)^ 1 pour un element g de G(L), alors 

T b > = g^g" 1 et v b > = Int(g) o v h 

done Mm(J-V) = g(Min(J-"b)), min(J-{/) = min(J r h) et min(ity) = vam(yb). Enfin, 
l'isomorphisme J(g) : Jb Jw induit des isomorphismes J(<?)-equivariants 

l'(J b ,Q p ) ^X'O.Qp) et V(J b ,Q p )^V(J ¥ ,Q p ). 

Quitte a remplacer b par 6', on peut done d'apres \2 . 81 supposer qu'il existe un entier 
s > tel que si>b '■ T^l — > Gl se factorise en un cocaractere (sis b ) ■ — > Gl avec 

(b, <t) s = (sv b (p), ° s ) dans G(L) x (a) . 

On rappelle qu'alors b, v b: Mb et ^ sont definis sur Q pS . On choisit s suffisamment 
grand pour qu'aussi V(G, L) = V(G,Q pS ) et V(M b ,L) = V(M b ,Q p >). On pose 

T = Tb, v = v h , M = M b , J — Jb et i = L b : Jq pS -¥ M. 

Le lemme suivant demontre et precise la premiere assertion du theoreme. 

Lemme 3. Avec les notations ci-dessus, 

Mm(T a ) = {xeX M {G,L):T s x = x + sv} = 2 M (G,Q r ) 
et Min (T) = {xe I M (G, <Q P *) : Tx = x + u} f 

Demonstration. Puisque Int(6) o a(v) = v, Int(fe) o a(M) = M et T stabilise 
C = Im (G, Q p s). L'equation de decence montre que T s agit sur C comme la 
translation de vecteur vm{sv(p)) = sv G V(M, Q p =), done T S \C est semi-simple 
et min(J rs |C) = smin(i/). D'apres (3) et (4) de la proposition [TJ T est semi-simple 
et min(J 7 ) = min(i/). D'apres (5) et (6) (si v 7^ 0), les axes de T (resp. T s ) sont des 
droites paralleles de direction v, et leur reunion est egale a Min(J r ) (resp. Min(J 7s )). 
La reunion de toutes les droites paralleles a ces axes n'est autre que le sous-espace 
Im(G, L) de 2(G, L) - voir [T51 §3.9]. Dans tous les cas, on a done 

Min(J-) C Min(J- s ) C\X M {G,L) 

avec plus precisement 

Min(J r ) = {x G Xm{G, L) : Tx = x + is} , 
Min(J" s ) = {x G 1 M {G, L) : T s x = x + sv} . 

Choisissons comme en 13.4.41 une isometrie M(L)-equivariante 

X(M,L)^X M (G,L) 
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dont on peut aussi supposer, d'apres [6] Proposition 2.1.5], qu'elle commute a Tac- 
tion de (7 s . L'equation de decence montre que Paction de J :s sur Xm{G, L) corres- 
pond a Taction de (su(p), a 8 ) sur X(M, L) = T{M, L) x V(M, L), i.e. a 

[x , x ) i->- (cr x , a x + sis) = (a x , x ) + sv. 

On en deduit en utilisant 13.4.21 (et 13.4. 5p que 

Min(J" s ) = C =2 M (G,Q p s) et Min (T) = {x g C : Fx = x + v} 

ce qui acheve la demonstration du lemme. □ 

Plongeons maintenant Timmeuble T(J,Q p ) dans Xm(G, Q p »). Pour cela, com- 
mencons par choisir comme en 13.4.41 une isometrie M(Q p «)-equivariante 

6:T(M,Q p ,)^X M (G,® p s). 

Soit Ge Tisometrie de X\/(G,Q p s) definie par la commutativite du diagramme 

l(J,Q p s) 1(M,Q P .) A 1 M (G,Q P .) 

<j I iGe 
l(J,Q p s) 1(M, Q p s ) > Tm (G, Q p s ) 

Lemme 4. II existe un unique vecteur Ve g V(M, Q p s) tel que 

Ge=T-V s sur l u (G,Q p ,). 

Demonstration. On forme le diagramme commutatif suivant, analogue de 12.21 : 

X(J,Q„.) 1(M,Q P .) A X M (G,Q p s) 

cr -I a -I cr X 

l(crJ,® P >) T{aM,%s) A l aM (G,Q p ,) 

II *l *i 

X(J,Q p .) -A X(M,Q p a) A I M (G,Q p8 ) 

Les fleches verticales du haut proviennent du changement de base a : Q p s —> Q p s , 
tandis que les fleches verticales marquees du bas sont induites par Tautomorphisme 
interieur Int(6) de G (qui envoie aM sur M). La commutativite du premier carre 
de gauche est une tautologie, celle du second resulte de la formule Int(6) o a(i) = l. 
La commutativite des deux carres de droite definit les isometries o~8 et 8' , qui sont 
done necessairement (aM)(Q p s) et M(Q pS )-equivariantes (respectivement), ainsi 
que torales, selon la terminologie de [S] 1.3.3]. En particulier, 8' et 8 ne different 
que d'une translation par un element de V'(M, Q p =) - cf. [HI 2.1.5.ii]. D'autre part, 
le compose des deux fleches de droite est induit par Taction Q de Telement (b, a) 
de G(L) x (a) sur I(G,L), ou Ton fait maintenant agir G{L) sur I(G,L) par 
automorphismes interieurs, comme dans la section 13.4.11 On a done d'une part 
Ge = G - V' g sur 1 M (G, Q r ) pour un element V e g V'(M, Q r ), et T = G + v G (b) 
sur tout 1(G, L) avec va{b) g V(G, Q p s). Done Ge = J~ — Ve sur Ij\/(G, Q p >), avec 

Ve = (V' s ,v G {b)) dans V(M,Q p s) = V'(M,Q p s) x V(G,Q p s). 

L'unicite est evidente. □ 

Par definition de Ge et Ve et en utilisant 13.4.21 on obtient une isometrie 

X(J,Q P ) -^{x€l M (G,Q p .):g x = x} = {xelu(G,Q p .):J'x = x + Ve} 
qui est equivariante pour les actions de J(Q P ) = {g g M(Q p s) : bcr(g) = gb}. 
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Lemme 5. Soit Q = Int(fo) o a agissant sur V{M, Q p s) et 

Zo = E^ot 1 • 0*(Vfl) e WQp-)- 

Alors la translation par Zg induit une isometrie J(Q p )-equivariante 

{x G 1 M (G, Q p s) :Tx = x + V e } ^ {x G I M (G, Q P «) : 7x = x + *>} . 

Demonstration. Puisque Qg est conjugue a a, Qg = Id sur Im(G, Q p »). Or 

G| = - V e ) s = T s - J2l=o GHVe) =Id + sv- £^ Q l {V e ) 

car J" o (Id - V e ) = (Id - G{Vg)) ° J" et J" s = Id + si/ sur I M ((7,Q p .) d'apres le 
lemme [3J On obtient done l'elegante formule 

"=jEto^(Vfl) dans F(M,Q pS )- 
On en deduit que Q(Zg) — Zg = i> — Vg\\e lemme en resulte immediatement. □ 

En combinant les lemmes [3] et [3J on obtient une isometrie J(Q p )-equivariante : 

i e = (6 o i + Z e ) : X(J, Q p ) -> Min(^) 

qui depend a priori de 9. Mais si l'on change 9 en 9' = 9 + v avec v G T^(M, Q p s), 
alors Qqi = Qe + v - G(v), done Vg> =Ve + Q{v) - v puis 

Zo> = Z g + vq - v et L 8 ' = bg+vo avec v = i E|=o 

Puisque t : J — > Mq a induit un isomorphisme de V( J, Q p ) sur I^(Af, Q pS ) e=Id , il 
existe un unique uq G V(J,Q P ) tel que l(uq) = vq, et alors 

Vie G Z(J,Q p ) : i0'(x) = ig(x) + vq = ig(x + uq) dans Min(J r ). 

Cette isometrie est done bien definie a translation pres par un element de V(J, Q p ), 
ce qui acheve la preuve du theoreme. □ 

3.7. Estimation immobiliere. Pour tout b G G(L), notons Q b et V& les isometries 
de X'(G,L) et V(G,L) induites par l'element (b, a) de G(L) x: (a), de sorte que 

Tb = (Gb, V b ) sur X(G, L) = X'(G, L) x V{G, L). 

D'apres [HI Th. 4.1] il existe une constante ao G]0,7r] independante de b telle que 

Vx G X'(G, L) : dist (x, Q b (x)) > sin (f-) ■ dist (x, Min (Q b )) . 

D'autre part. V b (x) = cr(x) + vg(x) pour tout x G V(G,L). Notant r > l'ordre 
de a sur V(G, L), un calcul elementaire fournit la minoration suivante : 

Vx G V(G, L) : dist (x, V b [x)) > 2 sin (f ) • dist (x, Min (V 6 )) . 

On en deduit l'existence d'une constante k > independante de & telle que 

Vie G X(G, L) : dist (x, Jb(x)) > max (min (J 7 },) , k • dist (x, Min ( J&))) . 

Explicitement, ft = sin (^-J si r = 1 et k = min (sin (^-J , 2 sin (— )j si r > 1. Cette 
minoration ameliore le resultat principal de |12| selon lequel il existe une constante 
k > telle que dist(x, Jf,(x)) > k ■ dist(x,I(Jj ) , Q p >)) pour tout x G X(G,L). 
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4. Exemple : GL n 

Pour les groupes classiques, on identifie souvent les immeubles de Bruhat-Tits 
avec certains espaces de normes p-adiques. Nous illustrons ici ce que donne la trans- 
position de nos constructions cristallines a ces modeles plus concrets d'immeubles 
dans le cas du groupe lineaire general, c'est-a-dire pour les isocristaux sans struc- 
tures additionnelles. 

Soit done h un entier positif, V un espace vectoriel de dimension h sur Q p et 
G = GL(V). On fixe un element b G G(L) et on note (N, F) l'isocristal defini par 

N = V®L et T = bo (ld v ig> a). 

On note (N,T) = ©(A^-Fx) la decomposition isocline de (N, J 7 ) avec A G Q, 
A = ou d(X) et h(X) > sont relativement premiers. On pose 

F(A) = {x G k : a h{x) (x) = x} et K{\) = {ieL: a hW (x) = x} 
et on note (N%, l'isocristal sur F(A) qui est donne par : 

N° x = {x€N x ; T h x W x=p d ^x} et T° = F X \N° X . 
Soient J = Y[ J\ et J\ les groupes d'automorphismes de (iV, J 7 ) et (N X ,T X ). Alors 

J A (Q P ) = Aut L {N X ,F\) = Autx(A) (NlT° x ) = Aut D(A) (JVj) 
ou D(A) est le corps gauche de centre Q p engendre sur K{X) par un element tt x tel 
que tt x x — a(x)ir x pour tout x G K(X) et tt x = p d ^ x \ que Ton fait agir sur le 
K (A)-espace vectoriel N x par n\ M> J 7 ". 

On munit ^4 G {L, AT(A), ©(A)} de la valuation normalisee par \p\ = 1/p ; si X est 
un A-espace vectoriel de dimension finie, on note Af(X, A) l'ensemble des A-normes 
de X, c'est-a-dire l'ensemble des normes a : X — > M + telles que a(ax) = |a|a(x) 
pour tout a G A et tout x € X. L'immeuble X(G, L) s'identifie a l'ensemble Af(N, L) 
des L-normes de N, ou G(L) xi (a) agit par (g ■ a)(x) = a(g~ 1 x). L'immeuble 
L(M, L) ~ Im{G, L) du Levi M = Yl GL(A^) de Gl correspond au sous-ensemble 
Q Af(N x , L) des L-normes de N qui se decomposent selon N = ©N x . Enfin 

Min(J-) = nMin(J" A ) C Y\Min{T' x l{X) ) C Y\N{N X ,L) C Af{N, L) 
ou les sous-ensembles Min(J-x) et Min( ) de N{N Xl L) sont definis par 
Min(J- A ) = {a G J\T{N X , L) : Vx G N x , (J-\ ■ c\)(x) = p x ■ a(x)} , 
Mm(^ W ) = |a G JV(N Xl L) : Vx G A^ A , (j£ (A) • a)(x) = p d(A) • a(x)} 

= I a e J\f(N x ,L) : Vx G A^ A , a(J^ (A) x) = a(p d ^x)} . 

La derniere egalite identifie Min(.F? ) et Af(N x ,K(\)), puis 

Min(7 r A ) = {a G tf(N%,K{\)) : Vx G JVj, a(^x) = |tt a | a(x)} = JV(JVJ, D(A)). 

Puisque Z( J A , Q p ) ~ A/"(A r ^, ©(A)), on a ainsi verifie que Min(J') ~ I(J, Q p ). 

Remarque 6. f/n crista! dans N est un W-reseau M de N qui est stable par 
T etV = pJ 7 - 1 . De tels reseaux n'existent que lorsque toutes les pentes A de N 
sont comprises entre ei 1. Sous cette hypothese, la proposition [7, Prop. 5.f7] 
montre que les cristaux minimaux au sens de Oort sont les boules des L-normes 
de N qui sont dans Min(J r ) = J^[Min(J r A ) : pour tout a G Mm(J-) et r > 0, 
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la boule B{a < r) := {x|a(x) < r} est un cristal minimal, et tous les cristaux 
minimaux sont de cette forme. Pour GL„, I'unicite bien connue du cristal minimal 
a isomorphisme pres decoule du fait que tous les sommets deX(J,Q p ) sont conjugues 
sous J(Qp) quand J est une forme interieure d'un Levi de GL„. Pour un groupe G 
arbitraire, le nombre d'orbites de cette action est seulement fini. 
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